Zad 1 Niech F bedzie rodzing zbiorow z (, przeliczalnych lub majacych przeliczalne dopetnienie. Wykaz,
ze F jest o-cialem na ().

Zad 2 Niech {F;};cr bedzie rodzing o-ciat na Q, a T dowolnym zbiorem indeksow. Wykaz, ze N Fr jest
o-ciatem na ().

Zad 3 Niech F bezie o-ciatem na (2, a B dowolnym niepustym podzbiorem Q. Wykaz, ze
Fg = {ANB:A € F} jest o-ciatem na B. Czy Fy jest o-ciatem na 0 ?

Zad 4 Pokazac, ze kazde nieskonczone o-cialo jest nieprzeliczalne.

Zad5NiechAUBUC =Q, P(B) =2P(A), P(C) =3P(A),P(ANB)=P(ANC)=P(BnNC).
Pokazaé, ze % <P(4) < i. Udowodni¢, ze oba ograniczenia sg osiggane.

Zad 6 W szafie jest n>6 r6znych par butow (2n butow). Wybieramy z nich 2r > 6 (2r<n) butéow. Znalez¢é
prawdopodobienstwo, ze wsrdd nich znajduja si¢ doktadnie 3 pary.

Zad 7 Rzucono 7 kosci do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przynajmniej na 4 kosciach odstonig si¢
takie same Scianki.

Zad 8 Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze przy 10 rzutach kostka otrzymamy seri¢ co najmniej 5 takich samych
wynikow z rzedu.

Zad 9 Losujemy ciag (xy, ..., X, ) ktory jest permutacjg zbioru {1, ..., n}. Niech zdarzenie A; oznacza ze na k-
tym miejscu padt rekord, czyli x;, > max{xy, ..., X;_1}. Pokazac ze dla dowolnych | > k zdazenia A; i Ay sa
niezalezne.

Zad 10 Rozdano losowo n + 3 paczkow n osobom. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wszyscy dostali co
najmniej 1 paczka? Zadanie rozwigza¢ w dwoch modelach: rozréznialnych i nierozroéznialnych paczkow.

Zad 11 Z przedziatu (0; 1) losujemy 2 liczby. Jakie jest prawdopodobienstwo ze iloraz mniejszej z nich
przez wigksza jest wigkszy od odleglosci pomigdzy nimi.

Zad 12 Niech a i b beda losowymi liczbami z przedziatu (—1; 1). Oblicz prawdopodobienstwo, ze funkcja
f(x) = §x3 — a’x + b ma dokladnie 3 pierwiastki rzeczywiste.

Zad 13 Odcinek o dtugosci d dzielimy losowo na trzy czesci. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze z tych
czesci mozna zbudowac trojkat

Zad 14 Test medyczny wykrywa zachorowanie z prawdopodobienstwem 90%, ale tez u zdrowych wskazuje
on (blednie) na chorobe w 0.5% przypadkow. Faktyczny udziat chorych w populacji wynosi 0.08%. Jakie
jest prawdopodobienstwo, ze badana osoba jest faktycznie zdrowa, cho¢ test medyczny wskazuje, ze jest
ona chora ?

Zad 15 Do poszukiwania zaginionego rozbitka przydzielono 20 helikopteréw. Kazdy z nich mozna
skierowa¢ do jednego z dwoch rejondow, w ktorym moze, odpowiednio z prawdopodobienstwami 1/3 1 1/6,
znajdowac si¢ rozbitek (z prawdopodobienstwem 1/2 rozbitka nie ma w zadnym z tych rejonow). Kazdy
helikopter wykrywa znajdujacego si¢ w danym rejonie rozbitka z tym samym prawdopodobienstwem p =

1 —"3/0,5 iniezaleznie od innych helikopterow. Jak nalezy rozdzieli¢ helikoptery migdzy rejonami, aby
prawdopodobienstwo odnalezienia rozbitka byto maksymalne?

Zad 16 Wsrod 65 monet jedna jest z dwoma orfami. Na wybranej losowo monecie wypadt orzet n razy pod
rzad. Ile musi wynosi¢ n, aby stwierdzi¢, ze na 80% wylosowali$my monete z dwoma ortami.



Zad 17 Pijak znajduje si¢ 3 kroki od przepasci. Prawdopodobiefstwo wykonania kroku w kierunku
przepasci wynosi § a w przeciwnym Kierunku 2 Kazdy krok wykonywany jest niezaleznie od poprzednich
krokow. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze pijak nigdy nie spadnie w przepasc.

Zad 18 Udowodnij, ze:
a) jesli zdarzenia A i B sg niezalezne, to pary A’ i B’, AiB’, A’ i B tez s3 niezalezne.
b) P(liminf, 4,,) < lim inf, P(4,) < lim sup, P(4,) < P(lim sup, 4,)

Zad 19 Pokaza¢ niezalezno$¢ wynikoéw rzutow monetg w modelu ((0,1], B, 1) z rozwinigciami
dwodjkowymi (rozwigzanie w Jakubowskim Sztenclu).

(1_L,1+L , dla n=1,35,..
3 n+1 n

Zad 20 Niech 4,, = . Wyznacz lim inf, 4,, 1 lim sup, 4,.

(L 2_ L), dla n =246, ....

Zad 21 Niech A,, bedzie kwadratem [—1,1]? obréconym o kat n?n wzglgdem $rodka. Wyznacz lim inf, A4, i
lim sup, 4,, (rysunki).

Zad 22 Mamy nieskonczenie wiele ponumerowanych urn, przy czym w n-tej urnie jest n + 3
ponumerowanych kul o numerach 1,2, ...,n 4+ 3. Niech zdarzenie A4,, oznacza, ze wylosowane 2 kule z n-tej
urny majg sgsiednie numery, natomiast zdarzenie B,, oznacza, ze wylosowane 2 kule z n-tej urny maja
numery odlegle o co najmniej n. Jakie jest prawdopodobienstwo ze zaszlo nieskonczenie wiele zdarzen
spos$rod A4, A,, ... . Jakie jest prawdopodobienstwo ze zaszto nieskonczenie wiele zdarzen sposrdd By, B, ...

Zad 23 Mamy nieskonczenie wiele ponumerowanych urn, przy czym w n-tej urnie jest 2n
ponumerowanych kul o numerach 1,2, ...,2n. Niech zdarzenie A,, oznacza, ze wylosowane 2 kule z n-tej
urny majg numery odlegte o n, natomiast zdarzenie B,, oznacza, ze zaszto zdarzenie A,, i nie zaszto
zdarzenie A, . Jakie jest prawdopodobienstwo ze zaszto nieskonczenie wiele zdarzen sposrod A4, A,, ... .
Jakie jest prawdopodobienstwo ze zaszto nieskonczenie wiele zdarzen sposrod By, B, ...

Zad 24" W nieskonczonym ciggu prob Bernoulliego z prawdopodobiefistwem sukcesu p € (0,1) zdarzenie
A, polega na tym, ze w probach o numerach 2™, 2" + 1, ...,2"*1 — 1 zajdzie gdzie$ kolejno n sukcesow (z
rzedu). Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze zajdzie skonczenie wiele zdarzen sposrod A4, A, ... .
Wskazowka: dlap < 1/2 oszacowaé A, z gory tak aby ),;°_; A, byla skoniczona, a dla p > 1/2 oszacowaé
A, z dotu tak aby Y-, A, byta nieskofczona.

Zad 25 Niech A4, A,, ... bedg niezaleznymi zdarzeniami, gdzie P(4,,) € (0,1). Niech B oznacza zdarzenie,
ze zaszlo co najmniej jedno zdarzenie sposrod A4, A, ..., @ C oznacza zdarzenie, ze zaszto nieskonczenie
wiele zdarzen sposrod A4, A,, ... . Wykazaé, ze P(B) =1 & P(C) =1.

Zad 26 Udowodni¢, ze dystrybuanta moze mie¢ co najwyzej przeliczalnie wiele punktow nieciaglosci.

Zad 27 Punkt materialny M porusza si¢ ze stalg predkoscia katowa po okregu o promieniu 1. Znalez¢
dystrybuante i gestos¢ odlegtosci punktu M od punktu (1,0) (rysunki).

Zad 28 Przez punkt (0,2) poprowadzono prostag w losowo wybranym kierunku. Znalez¢ dystrybuantg i
gestos¢ odcietej punktu przeciecia tej prostej z osig OX (rysunki).

Zad 29 Na odcinku (0,1) losujemy punkt zgodnie z rozktadem o gestosci f(x) = 2x I(o.1)(x) dzielac ten
odcinek na dwa pododcinki o dlugo$ciach réznych z prawdopodobienstwem 1. Obliczy¢ dystrybuante i
gestos¢ stosunku dtugosci krotszego odcinka do dtuzszego (rysunki).



e *dlax=>0

Zad 30 Zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy zadany gestoscia: fy(x) = { 0 dlax <0

Znalez¢ dystrybuante i gesto$é zmiennej losowej Y = max{X?,2 — X}.

Zad 31 Zmienna losowa X ma rozktad podwéjny wyktadniczy zadany gestoscig fy(x) = %e"x | Znalezé

gesto$é rozktadu prawdopodobiefistwa zmiennej losowej Z = elXl,

Zad 32 Wykaza¢, ze zmienna losowa U = X ma rozklad jednostajny na przedziale (0,1), gdy X i Y sa

niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie wyktadniczym.

Zad 33 Pokaza¢, ze jezeli X 1Y sg niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie
wyktadniczym, to Z = |X — Y| ma ten sam rozktad wyktadniczy.

Zad 34 Niech (X, Y, Z) bedzie losowym punktem o niezaleznych wspotrzgdnych majacych ten sam rozktad
normalny N(0O,1). Znalez¢ gestos¢ rozktadu odleglo$ci tego punktu od $rodka uktadu wspotrzednych
(rysunek).

Zad 35 Niech X, ..., X;, beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie jednostajnym na
[0,1]. Znalez¢ gestosci rozktadow min{Xy, ..., X, } 1 max{Xy, ..., X, } (rysunki). Obliczy¢

lim P(min{Xy, ..., X, }< &) oraz lim P(max{Xy,...,X,} >1 — ) dla dowolnego ustalonego € > 0.

n—-oo n—oo

Zad 36 Dwuwymiarowy wektor losowy (X,Y) ma rozktad o funkcji gestosci f(X,y) = x+2y, dla 0<x<1,
1-x<y<1. Znalez¢ gestosci rozktadow zmiennych losowych X, Y, min{X, Y}, max{X, Y} (rysunki).

Zad 37 Zmienne losowe X i Y s niezalezne i majg rozklady normalne N(0,c2) i N(0, ) odpowiednio.
Znalez¢ gestosé rozktadu zmiennej losowej Z = % (rysunek).

Zad 38 Wektor losowy (X,Y) ma rozktad jednostajny na kwadracie o dtugosci boku 1. Zmienna losowa Z
jest odlegtoscig punktu (X,Y) od najblizszej krawedzi kwadratu. Znalez¢ wartos¢ oczekiwang 1 wariancje Z.

Zad 39 Niech zmienna losowa X ma rozktad wyktadniczy Exp (A1) z funkcja gestosci fx(x) = 1e=* dla
x > 0. Niech N bedzie przyblizeniem X najblizszg liczba catkowitg. Oblicz warto$¢ oczekiwang i wariancje
N.

Zad 40 Rzucamy kostka (6 $cienng) tak dlugo az wyrzucimy wszystkie oczka. Znalez¢ warto$¢ oczekiwang
1 wariancj¢ liczby rzutow.

Zad 41 Gracz rzuca kostka do gry (6 $cienng) az do momentu wyrzucenia szostki i otrzymuje n? ztotych,
gdzie n oznacza liczbg rzutow. Ile powinna wynosi¢ optata za gr¢ aby gra byta sprawiedliwa? (warto$¢
oczekiwana wygranej powinna by¢ roéwna oplacie z gre)

Zad 42 Udowodnij ze dla dowolnego ciggu zmiennych losowych X3, ..., X;, o skoficzonej wariancji zachodzi
nierownos¢

n
P( max ||X;| — E|X;|| > &) < — max V(X))
1=1,...n E4i=1,..,n

Zad 43 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozktad jednostajny na kole o srodku w punkcie (1,1) i
promieniu 1. Oblicz Cov(X,Y). Czy zmienne losowe X i Y sa niezalezne?



Zad 44 Dwuwymiarowa dyskretna zmienna losowa (X,Y) ma rozktad
X\'Y |1 |2 3

1 0 0,11(0,3
2 0,2(0310,1
Niech (U,V) = (|2X —Y|,Y — X). Wyznacz rozktad wektora (U, V) oraz oblicz Cov(U,V).

Zad 45 Dwuwymiarowa zmienna losowa (X,Y) ma rozktad jednostajny na trojkacie 0 < 1-x <y <1.
Wyznaczy¢ rozktad wektora (min{X, Y}, max{X, Y}) oraz wyznaczy¢ Cov(min{X, Y}, max{X, Y}) nie
korzystajac z tego rozktadu.

Zad 46 Niech X4, ..., X;, beda niezalezne o tym samym rozkladzie jednostajnym na [0,1]. Wyznaczy¢
wspotczynnik korelacji p(M, m), gdzie M = max{Xj, ..., X}, m = min{Xy, ..., X,,}.

Zad 47 Niech X4, ..., X;, beda niezalezne o tej samej wariancji. Obliczy¢ wspotczynniki korelacji p(Up, V),
p(A,, By),gdzie A, =aX; + X, + -+ X, By=X; + -+ X,_1 +bX,0raz U, = X; + 2X, + - + nX,,
V, =nX; + (n — X, + -+ X,,. Oblicz lim p(U,,V,) oraz lim p(4,, By).

n—oo n—»oo

Zad 48 Niech X, Y, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie N (0,1). Wyznacz
gestosé rozktadu (X + aZ,Y + bZ) oraz oblicz wspdtczynnik korelacji p(X + aZ,Y + bZ). Narysuj
wykresy wspotczynnika korelacji w zaleznosci od a w dwoch przypadkach: b = a, b = —a.

Zad 49 Niech X3, ..., X,, beda niezalezne o tym samym rozktadzie N (m, 62). Znajdz najkrétszy przedzial
[, b] taki, ze P (> ¥, X; € [a, b]) = 95%.

Lx2-2xy+2y

Zad 50 Wektor (X,Y) ma rozktad zadany gestoscia f (x,y) = c e 2
korelacji p(X,Y)oraz p(X =Y, X +7Y).

9, Wyznaczy¢ wspotczynniki

Zad 51 Niech X, Y, Z beda niezaleznymi zmiennymi losowymi o tym samym rozktadzie N(0,1). Oblicz
gestos¢ zmiennej losowej U = arctg (2X +Y — 2Z)

L op : , :
. Oblicz wspotczynnik
p 1

0
Zad 52 Wektor (X,Y) ma dwuwymiarowy rozktad N(m,V), m= {0} ,V:{
korelacji p(X2,Y?).
Wskazéwka: Pokazaé, ze zmienne X — Y, X + Y sg niezalezne i obliczyé V((X — Y)? + (X + Y)?)

Zad 53 Niech X3, ..., X, beda niezalezne o tym samym rozktadzie jednostajnym na [a, b]. Udowodnij, Ze
max{Xy, ..., Xp} — min{Xy, ..., X;,} zbiega wedtug prawdopodobienstwa do b — a.

Zad 54 Komputer dodaje 1200 liczb rzeczywistych z ktorych kazda zaokragla do najblizszej liczby
catkowitej . Zaktada si¢, ze bledy zaokraglen sg niezalezne i maja rozktad jednostajny na odcinku (-0.5, 0.5).
Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze btad w obliczeniu sumy nie przekroczy 10.

Zad 55 Podczas kontroli biletéw autobusowych jedna osoba na sto nie ma waznego biletu i ptaci mandat w
wysokosci 100 zt. Tle osob nalezy skontrolowac, aby z prawdopodobienstwem 90% zysk z mandatow
wyniost co najmniej 4000zt

Zad 56 Rzucono 100 razy kostkg do gry. Serie stu rzutow uznajemy za sukces jezeli uzyskano w sumie
przynajmniej 400 oczek. Ile przecigtnie serii rzutdéw nalezy wykona¢ aby uzyskac sukces.



Zad 57 Aby stwierdzi¢ jak wielu wyborcow popiera obecnie parti¢c ABC losujemy probke i na niej
przeprowadzamy badanie. Jak duza powinna by¢ ta probka aby uzyskany wynik roznit si¢ od rzeczywistego
poparcia dla partii ABC nie wigcej niz o b=3% z prawdopodobienstwem 1-a=0.95. Jaki bedzie wynik jezeli
przed losowaniem probki mamy cze$ciowg informacje, ze poparcie dla ABC nie przekracza 20%?



